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SOLUTIONS DE VISCOSITE DES
EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI EN
DIMENSION INFINIE. CAS STATIONNAIRE
El Mahjoub El Haddad
Abstract
We show the uniqueness and the existence of viscosity solutions
of Hamilton-Jacobi equations on a smooth Banach spaces. The
tool used is the variational principle of Deville, Godefroy and Zi-
zler. The existence is given by Perron’s method. So we give a
comparaison assertion for semicontinuous solutions.
1. Introduction
Dans ce travail nous e´tudierons l’existence et l’unicite´ des “solutions de
viscosite´” des e´quations de Hamilton-Jacobi en dimension inﬁnie. Nous
conside´rons le proble`me stationnaire:
(1.1) u(x) +H(x,Du(x)) = 0 sur X,
ou` X est un espace de Banach, H(x, p) est une fonction re´elle uni-
forme´ment continue, de´ﬁnie sur X × X∗, u(x) est la fonction re´elle in-
connue, Du de´signe la de´rive´e au sens de Fre´chet de u par rapport a` x,
et X∗ est l’espace dual de X.
Cette notion de solution a e´te´ introduite par M. G. Crandall et P. L. Li-
ons (cf. [5] et [6]), ou` ils ont donne´ la the´orie de base des e´quations
de Hamilton-Jacobi du premier ordre en dimension ﬁnie en de´montrant
l’existence et l’unicite´ de solutions de viscosite´ de (1.1) avec l’hypothe`se
“H continue sur Rn×Rn”. Un an plus tard M. G. Crandall, L. C. Evans
et P. L. Lions ont reformule´ et simpliﬁe´ ce travail (cf. [4]). Apre`s,
plusieurs auteurs se sont inte´resse´s a` ce sujet, en particulier H. Ishii ([16],
[17], [18], [20]), Barles [1], I. Capuzzo Dolcetta [3] et d’autres. Quelques
anne´es plus tard, M. G. Crandall et P. L. Lions ont remarque´ que ces
e´quations peuvent eˆtre e´tudie´es aussi en dimension inﬁnie. En fait,
en dimension ﬁnie, pour comparer les sous-solutions aux sur-solutions
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de viscosite´, l’astuce e´tait de maximiser apre`s pe´nalisation une fonc-
tion semi-continue supe´rieurement dite fonction auxiliaire. Ainsi, ils ont
suppose´ des hypothe`ses techniques d’uniformite´ sur le Hamiltonien, sur
les sous-solutions et les sur-solutions de viscosite´, ce qui a e´te´ justiﬁer
par l’utilisation des jeux diﬀe´rentiels pour l’existence. Mais ils se sont
inte´resse´s aux espaces de Banach qui posse`dent la proprie´te´ de Radon-
Nikodym et une fonction bosse re´gulie`re, car sur ces espaces, il y a le
principe variationnel de Stegall (cf. [21]). Ce principe variationnel leur
a permis de donner une se´rie de travaux (cf. [7]).
Plus re´cemment, R. Deville, G. Godefroy et V. Zizler ont trouve´ un
principe variationnel (cf. [11]) qui a e´tendu celui de J. M. Borwein et
D. Preiss (cf. [2]) par une de´monstration simple en utilisant le the´ore`me
de Baire. Ce re´sultat leur a donne´ l’ide´e d’e´tudier les e´quations de
Hamilton-Jacobi sur des espaces plus vastes que ceux de M. G. Cran-
dall et P. L. Lions, c’est a` dire des espaces qui posse`dent une fonction
bosse de classe C1 et Lipschitzienne. Ils ont obtenu a` la fois l’existence
et l’unicite´ des solutions de viscosite´ borne´es du proble`me stationnaire
de la forme:
u(x) +H(Du(x)) = f(x) sur X,
ou` X est un espace de Banach posse´dant une fonction bosse de classe
C1 et Lipschitzienne, H : X∗ −→ R une fonction uniforme´ment continue
et f une fonction re´elle, borne´e et uniforme´ment continue sur X. Pour
l’existence, ils ont utilise´ la me´thode de Perron introduite par H. Ishii
en 1987 (cf. [19]). Cette me´thode est eﬃcace si on arrive a` comparer
une sous-solution semi-continue supe´rieurement a` une sur-solution semi-
continue infe´rieurement.
Voici maintenant le plan de ce travail: dans la premie`re section, nous
rappelons la de´ﬁnition de solution de viscosite´ du proble`me (1.1), et nous
donnons quelques pre´liminaires.
Dans la seconde section, nous montrons le re´sultat de comparaison
dans le cas des sous-solutions majore´es line´airement et des sur-solutions
minore´es line´airement, ce qui est une extension a` la fois des travaux de
R. Deville, G. Godefroy et V. Zizler (cf. [11]) a` un cas non “borne´”et
de ceux de M. G. Crandall et P. L. Lions dans le cas stationnaire (cf.
[7]), seulement ici, le proble`me est conside´re´ sur l’espace tout entier au
lieu d’un ouvert quelconque. La de´monstration est indirecte puisqu’au
de´but, on se place dans le cas ou` la sur-solution de viscosite´ est de
classe C1. Pour se ramener a` ce cas, on se place sur l’espace X × X
et nous utilisons le fait qu’une fonction uniforme´ment continue est Lip-
schitzienne pour les grandes distances (lemme 3.4). Nous construisons
une sur-solution de viscosite´ d’un proble`me sur X ×X de meˆme forme
que (1.1) avec un Hamiltonien forme´ par la diﬀe´rence de deux Hamil-
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toniens sur X × X∗. Cette nouvelle sur-solution sera arbitrairement
petite sur la diagonale. Ainsi le re´sultat de´coule imme´diatement du fait
que la diﬀe´rence d’une sous-solution et d’une sur-solution de viscosite´ sur
X ×X du proble`me (1.1) est une sous-solution de viscosite´ du proble`me
construit sur X × X. Nous donnerons aussi des exemples, pour mon-
trer la ne´cessite´ de l’hypothe`se ge´ome´trique et de la continuite´ uniforme
de l’Hamiltonien. Dans la dernie`re section, nous verrons a` l’aide de la
me´thode de Perron pour les solutions de viscosite´, comment le the´ore`me
de comparaison (The´ore`me 3.1) peut donner l’existence des solutions
de viscosite´ et leur re´gularite´ en fonction du module de continuite´ de
l’Hamiltonien.
2. De´ﬁnitions et pre´liminaires
Dans tout ce travail l’espace de Banach X ve´riﬁe la condition ge´ome´-
trique suivante:
(A)
{
Il existe une fonction b : X −→ R, de classe C1,
Lipschitzienne avec support borne´ et non vide.
Une telle fonction est appele´e fonction bosse re´gulie`re.
Ici dans la plupart des de´monstrations nous utiliserons le principe
variationnel de R. Deville, G. Godefroy et V. Zizler dont voici l’e´nonce´:
The´ore`me 2.1. Soient X un espace de Banach, f : X −→ R une
fonction semi-continue infe´rieurement et borne´e infe´rieurement, telle que
D(f) = ∅ et ε > 0. Supposons qu’il existe une fonction bosse de classe
C1 et Lipschitzienne sur X. Alors, il existe une fonction g de classe C1
sur X, telle que:
a) f + g a un minimum en un point x0 ∈ D(f),
b) ‖g‖∞ = sup{|g(x)|; x ∈ X} < ε et ‖g′‖∞ = sup{‖g′(x)‖∞; x ∈
X} < ε.
Rappelons que si l’espace de Banach X admet une norme e´quivalente
de classe C1 sur X \{0}, alors l’hypothe`se (A) est ve´riﬁe´e. L’inverse n’est
pas vrai en ge´ne´ral (cf. [15] pour un contre-exemple). Cependant on peut
produire une fonction re´gulie`re et homoge`ne a` partir d’une fonction bosse
re´gulie`re. Ceci est donne´ par la proposition suivante qui est de´montre´e
dans [12].
Proposition 2.2. Supposons que l’espace de Banach X ve´riﬁe l’hy-
pothe`se (A). Alors il existe une fonction d Lipshitzienne sur X telle que:
(i) d est de classe C1 sur X \ {0}
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(ii) d(tx) = |t|d(x) pour x ∈ X et t ∈ R
(iii) il existe une constante K > 0 telle que
‖x‖ ≤ d(x) ≤ K‖x‖ pour x ∈ X.
Le proble`me (1.1) n’admet pas de solutions classiques en ge´ne´ral (voir
[12] pour des exemples). C’est pourquoi M. G. Crandall et P. L. Li-
ons ont introduit la notion de solution de viscosite´ en utlisant les sous-
diﬀe´rentiels et les sur-diﬀe´rentiels de fonctions dont voici un rappel:
Pour f : X −→ R∪ {+∞} une fonction semi-continue infe´rieurement,
on note D(f) le domaine de f :
D(f) := {x ∈ X; f(x) < +∞}
et on de´ﬁnit:
D−f(x) = {ϕ′(x); ϕ : X −→ R de classe C1
et f − ϕ a un minimum local en x}.
On dit que f est sous-diﬀe´rentiable en x si D−f(x) = ∅ (pour x /∈ D(f),
on de´ﬁnit D−f(x) = ∅). De manie`re similaire, on peut de´ﬁnir le sur-
diﬀe´rentiel de f en x:
D+f(x) = {ϕ′(x); ϕ : X −→ R de classe C1
et f − ϕ a un maximum local en x}.
De´ﬁnition 2.3. Une fonction u : X −→ R est une sous-solution de
viscosite´ de (1.1) si:
i) u est semi-continue supe´rieurement
ii) pour tout x ∈ X et tout p ∈ D+u(x):
u(x) +H(x, p) ≤ 0.
La fonction u est une sur-solution de viscosite´ de (1.1) si:
iii) u est semi-continue infe´rieurement
iv) pour tout x ∈ X et tout p ∈ D−u(x):
u(x) +H(x, p) ≥ 0.
Finalement u est une solution de viscosite´ de (1.1) si u est a` la
fois sous-solution et sur-solution de viscosite´ de (1.1).
Solutions de viscosite´ en dimension infinie 177
Remarques.
1) D’apre`s cette de´ﬁnition, on voit que les solutions de viscosite´ sont
seulement continues.
2) Si X ve´riﬁe l’hypothe`se (A), alors les solutions classiques de (1.1)
sont aussi des solutions de viscosite´. En eﬀet, si u est une solution
classique de (1.1), alors u est de classe C1 sur X. Et en utilisant la
Proposition VIII.1.2 [12], on trouve D+u(x) = D−u(x) = {Du(x)} pour
x ∈ X, ce qui montre que u est solution de viscosite´ de (1.1).
3) Conside´rons dans R la fonction u(x) = |x|. Pour x = 0, on a
(u′(x))2 − 1 = 0, et il est facile de voir que D+u(0) = ∅ et D−u(0) =
[−1, 1], ce qui montre que u est solution de viscosite´ de l’e´quation 1 −
(u′)2 = 0, mais qu’elle n’est pas solution de viscosite´ de (u′)2 − 1 = 0.
On est donc confronte´ a` un proble`me non line´aire.
3. Unicite´ des solutions de viscosite´
Dans cette section nous montrons le the´ore`me de comparaison suivant:
The´ore`me 3.1. Supposons que l’espace de Banach X satisfait l’hy-
pothe`se (A). Soient H1, H2 deux Hamiltoniens uniforme´ment continues
sur X×X∗. Soient u, v deux fonctions re´elles de´ﬁnies sur X. Supposons
qu’il existe une constante C ≥ 0 telle que u(x) ≤ C(1 + ‖x‖) et v(x) ≥
−C(1 + ‖x‖) pour x ∈ X.
Si u est une sous-solution de viscosite´ de
(3.1) u+H1(x,Du) = 0 sur X
et v est une sur-solution de viscosite´ de
(3.2) v +H2(x,Dv) = 0 sur X,
alors pour tout ε > 0, il existe Kε ≥ 0 tel que
u(x)− v(y) ≤ (ε2 +Kε‖x− y‖2) 12 + sup
X×X∗
(H1 −H2)
pour x, y ∈ X.
Remarques.
1) Dans le The´ore`me 3.1, si on prend H1 = H2 = H, on obtient pour
tout ε > 0, u(x)−v(x) ≤ ε pour x ∈ X. Donc u ≤ v sur X. Ceci montre
que l’e´quation (1.1) a une unique solution de viscosite´.
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2) Soient X un espace de Hilbert et H : X ×X un Hamiltonien de´ﬁni
par H(x, p) = −〈x, p〉 (〈, 〉 de´signe le produit scalaire sur X).
Le Hamiltonien H est uniforme´ment continu sur les sous-ensembles
borne´s de X2, mais il n’est pas uniforme´ment continu sur X2. Les fonc-
tions u = 0 et v(x) = ‖x‖ sont des solutions de viscosite´ uniforme´ment
continues de u + H(x,Du) = 0 sur X. Ceci montre que l’hypothe`se
d’uniforme continuite´ de le Hamiltonien H dans le The´ore`me 3.1 ne peut
eˆtre supprime´e. D’autres conditions, plus ge´ne´rales (mais plus tech-
niques) ont e´te´ conside´es par M. G. Crandall, P. L. Lions dans [7] et
H. Ishii dans [19]. Ces conditions plus ge´ne´rales sont motive´s par les
applications a` des proble`mes de controˆl optimal ou de jeux diﬀe´rentiels.
3) Ici on montre la ne´cessite´ de la condition ge´ome´trique (A) dans le
The´ore`me 3.1. Pour cela, on conside`re l’espace de Banach X = 1(N) et
le Hamiltonien H : 1(N)× ∞(N) −→ R de´ﬁni par H(x, p) = −(‖p‖∞+
‖x‖1) + 1 qui est uniforme´ment continu. Maintenant, conside´rons les
fonctions re´elles u et v de´ﬁnies sur 1(N) par u(x) = 12 (‖x‖1 + 1) et
v(x) = ‖x‖1. On aﬃrme que u est une sous-solution de viscosite´ et v est
une sur-solution de viscosite´ du proble`me u + H(x,Du) = 0 sur 1(N).
En eﬀet, pour x = (xn) ∈ 1(N), D−v(x) = {p = (pn) ∈ ∞(N); |pn| ≤ 1
et pn = signxn si xn = 0}. Donc si p ∈ D−v(x), v(x) + H(x, p) =
‖x‖1−‖p‖∞+1−‖x‖1 = 1−‖p‖∞ ≥ 0. Puisque x −→ ‖x‖1 est convexe
et nulle part Fre´chet diﬀe´rentiable sur 1(N), on a D+u(x) = ∅ pour
x ∈ 1(N). Mais v(x)−u(x) = ‖x‖1−12 ; par suite v < u sur la boule unite´
de 1(N).
Avant de donner la de´monstration de ce the´ore`me, signalons le pro-
ble`me ouvert suivant:
Proble`me. Comme dans le cas du second ordre (cf. [14] et [10]),
est-il possible d’avoir un the´ore`me de comparaison pour le proble`me de
Cauchy e´quivalent?
Jusqu’a maintenant, nous avons une re´ponse positive dans le cas
“borne´” (voir [13]). Ce re´sultat a e´te´ montre´ a` l’aide d’une formule
du sous-diﬀe´rentiel du premier ordre de la somme de deux fonctions (cf.
[9]).
Au de´but, nous commencons par de´montrer un cas particulier du
The´ore`me 3.1:
Proposition 3.2. Soit Y un espace de Banach ve´riﬁant la condi-
tion (A). Soient G : Y × Y ∗ −→ R un Hamiltonien uniforme´ment con-
tinu, w et w˜ deux fonctions re´elles sur Y , telles que w(y) ≤ K(1 + ‖y‖)
et w˜(y) ≥ −K(1 + ‖y‖) pour y ∈ Y et une constante K ≥ 0.
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Si w est une sous-solution de viscosite´ de
(3.3) w +G(y,Dw) = 0 sur Y
et w˜ est une sur-solution classique de (3.3), alors
w ≤ w˜ sur Y.
De´monstration: La preuve est en deux e´tapes; dans la premie`re nous
montrons que w−w˜ est borne´e supe´rieurement sur Y , et dans le deuxie`me
nous montrons le re´sultat de´sire´.
Premie`re e´tape: Pour montrer que w − w˜ est borne´e supe´rieurement
sur Y , nous aurons besoin du lemme suivant :
Lemme 3.3. Soit Y un espace de Banach ve´riﬁant la condition (A).
Soit f : Y −→ R ∪ {−∞} une fonction semi-continue supe´rieurement et
telle que f(x) ≤ M(1 + ‖x‖) pour x ∈ Y et une constante M ≥ 0. Si f
n’est pas borne´e supe´rieurement, alors il existe xm ∈ Y , pm ∈ D+f(xm)
tels que:
(3.4) ‖pm‖ est borne´ et lim
m→∞ f(xm) = +∞.
De´monstration: Conside´rons la fonction am : R+ −→ R de classe C1,
de´ﬁnie par
am(t) =
{
0 si 0 ≤ t ≤ m
((t−m)2 + 1) 12 − 1 si t > m.
Maintenant conside´rons la fonction wm : Y −→ R, de´ﬁnie par:
wm(x) = f(x)−Mam(d(x)),
ou` d est la fonction de Leduc donne´e par la Proposition 2.1. La fonc-
tion wm est semi-continue supe´rieurement. D’apre`s le choix de la fonc-
tion am, wm est borne´e supe´rieurement et le fait que f n’est pas borne´e
supe´rieurement implique que sup{wm(x); x ∈ Y , m ∈ N} = +∞. Donc,
d’apre`s le The´ore`me 2.1 applique´ a` −f , on peut trouver une fonction
gm : Y −→ R de classe C1 ve´riﬁant:
(1) ‖gm‖∞ = sup{|gm(x)|;x ∈ Y } < 1m et ‖g′m‖∞ = sup{‖g′m(x)‖;
x ∈ Y } < 1m .
(2) wm − gm atteint son maximum en un point xm ∈ Y .
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D’ou`, si on pose pm = Ma′m(d(xm))d
′(xm)+g′(xm), on a pm∈D+f(xm).
Et comme am et d sont Lipshitziennes, il existe une constante N ≥
0 telle que ‖pm‖ ≤ N pour m ≥ 1. De plus, f(xm) ≥ wm(xm) ≥
sup{wm(x); x ∈ Y } − 1m , ce qui prouve que limm→∞ f(xm) = +∞.
Pour montrer la premie`re e´tape, on suppose le contraire, donc la fonc-
tion f = w − w˜, satisfait les conditions du Lemme 3.3; par conse´quent
il existe xm ∈ Y , pm ∈ D+(w − w˜)(xm), tels que ‖pm‖ est borne´ et
lim
m→∞(w − w˜)(xm) = +∞. Mais w˜ est une fonction de classe C
1, ce qui
donne pm + w˜′(xm) ∈ D+w(xm).
La fonction w est une sous-solution de viscosite´ de (3.3), donc
w(xm) +G(xm, pm + w˜′(xm)) ≤ 0.
La fonction w˜ est une sur-solution de classique de (3.3), donc
w˜(xm) +G(xm, w˜′(xm)) ≥ 0.
Par conse´quent,
w(xm)− w˜(xm) ≤ G(xm, w˜′(xm))−G(xm, pm + w˜′(xm)).
Comme G est uniforme´ment continue et ‖pm‖ est borne´, en utilisant le
Lemme 3.4 ci dessous, on obtient une contradiction avec (3.4).
Deuxie`me e´tape: Fixons ε > 0. La fonction w − w˜ est semi-continue
supe´rieurement et d’apre`s la premie`re e´tape, elle est borne´e supe´rieure-
ment. D’apre`s le The´ore`me 2.1 applique´ a` f = −(w−w˜), il existe x0 ∈ Y
et p ∈ D+(w− w˜)(x0), tels que ‖p‖ < ε et (w− w˜)(x0) > sup(w− w˜)−ε.
La fonction w est une sous-solution de viscosite´ de (3.3), donc
w(x0) +G(x0, p+ w˜′(x0)) ≤ 0.
La fonction w˜ est une sur-solution classique de (3.3), donc
w˜(x0) +G(x0, w˜′(x0)) ≥ 0.
Par conse´quent,
sup(w − w˜) ≤ (w − w˜)(x0) + ε
≤ G(x0, w˜′(w0))−G(x0, p+ w˜′(w0)) + ε.
De plus, ‖p‖ ≤ ε, et G est uniforme´ment continue, donc en faisant tendre
ε vers ze´ro, on obtient:
sup
Y
(w − w˜) ≤ 0.
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De´monstration du The´ore`me 3.1: Soit ε > 0 ﬁxe. Conside´rons l’espace
de Banach Y = X × X, qui satisfait l’hypothe`se (A) (il suﬃt de pren-
dre B(x, y) = b(x)b(y)). Le Hamiltonien G de´ﬁni sur Y × Y ∗ par
G(x, y, p, q) = H1(x, p) − H2(y,−q) est uniforme´ment continu. Nous
aﬃrmons qu’il existe K˜ε ≥ 0 telle que la fonction
w˜(x, y) = (ε2 + K˜2d(x− y)2)
1
2 + sup
X×X∗
(H1 −H2)
est une sur-solution classique de (3.3), ou` d est la fonction de Leduc
donne´e par la Proposition 2.1.
Pour cette aﬃrmation, nous avons besoin du lemme suivant:
Lemme 3.4. Soient X un espace de Banach et v : X −→ R une
fonction uniforme´ment continue. Alors, pour tout ε > 0, il existe un
nombre re´el Kε > 0 tel que:
|v(x)− v(y)| ≤ ε+Kε‖x− y‖
pour x, y ∈ X.
De´monstration du Lemme 3.4: Soit ε > 0 ﬁxe´. Comme v est uni-
forme´ment continue sur X, il existe δε > 0 tel que |v(x)− v(y)| ≤ ε de`s
que ‖x − y‖ ≤ δε. Soient x et y deux e´le´ments de X. Si ‖x − y‖ ≤ δε,
on a le re´sultat. Sinon il existe n ∈ N∗ tel que n+ 1 > ‖x−y‖δ ≥ n. Soit
(xk)n+1k=0 une suite ﬁnie d’e´le´ments de X telle que:{
xk = x+
kδ
‖x− y‖ (y − x) pour k = 0, 1, . . . , n
xn+1 = y.
On a ‖xk+1 − xk‖ = δε pour k = 0, 1, . . . , n− 1; de plus
y − xn = (y − x)
(
1− n δε‖x− y‖
)
,
et donc ‖y − xn‖ = ‖y − x‖ − nδε < δε. Par conse´quent,
|v(x)− v(y)| =
∣∣∣∣∣
n∑
k=0
v(xk)− v(xk+1)
∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=0
|v(xk)− v(xk+1|
≤ (n+ 1)ε = ε+ nε
≤ ε+ ε
δε
‖x− y‖.
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Il suﬃt donc de prendre Kε = εδε .
Appliquons ce lemme a` f = H2 sur l’espace de Banach Y = X×X∗, il
existe K ε
2
≥ 0 tel que |H2(x, p)−H2(y, q)| ≤ ε2 +K ε2 (‖x− y‖+ ‖p− q‖)
pour x, y ∈ X et p, q ∈ X∗.
D’ou`
w˜(x, y) +G(x, y,Dxw˜(x, y), Dyw˜(x, y))
= (ε2 + K˜2d(x− y)2) 12 + sup
X×X∗
(H1 −H2)
+H1(x,Dxw˜(x, y))−H2(y,−Dyw˜(x, y))
≥ (ε2 + K˜2d(x− y)2)
1
2 − ε
2
−K ε
2
‖x− y‖.
Si on choisit K˜ ≥ 2K2ε
2
, il est facile de voir que la dernie`re quantite´ est
positive.
Finalement, la fonction w(x, y) = u(x)− v(y) est une sous-solution de
viscosite´ de (3.3). De plus comme ‖(x, y)‖ = ‖x‖ + ‖y‖ est une norme
e´quivalente sur X × X, on a w(x, y) ≤ C(1 + ‖(x, y)‖) et w˜(x, y) ≥
−C(1 + ‖(x, y)‖). Donc, d’apre`s la Proposition 3.2, w ≤ w˜ sur X ×X,
ce qui comple`te la preuve.
4. Existence et re´gularite´ de la solution de viscosite´
Rappelons que si u est une fonction localement borne´e de´ﬁnie sur X,
l’enveloppe semi-continue supe´rieure u∗ de u est de´ﬁnie par:
u∗(x) = lim
r→0
{u(y); ‖y − x‖ ≤ r}
et l’enveloppe semi-continue infe´rieure u∗ de u est de´ﬁnie par:
u∗(x) = lim
r→0
{u(y); ‖y − x‖ ≤ r}.
Dans cette section, nous utilisons le principe fondamental suivant ap-
pele´ me´thode de Perron pour les solutions de viscosite´, qui a e´te´ prouve´
par H. Ishii (cf. [19]). Nous renvoyons a` [8, Proposition 3.4] pour la
preuve de l’enonce´ suivant:
The´ore`me. Supposons que l’espace de Banach X ve´riﬁe l’hypothe`-
se (A) et le Hamiltonien H de´ﬁni sur X × X∗ est continu. Soient f
une sous-solution de viscosite´ de (1.1) et g une sur-solution de viscosite´
de (1.1). Supposons que f ≤ g sur X. Alors, il existe une fonction u
de´ﬁnie sur X, telle que f ≤ u ≤ g, u∗ est une sous-solution de viscosite´
de (1.1) et u∗ est une sur-solution de (1.1).
Notre re´sultat est le suivant:
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The´ore`me 4.1. Supposons que l’espace de Banach X satisfait la con-
dition (A). Soit H : X ×X∗ −→ R un Hamiltonien uniforme´ment con-
tinu. Alors le proble`me (1.1) a une unique solution de viscosite´ u ver-
iﬁant: il existe une constante C telle que pour tout x ∈ X, |u(x)| ≤
C(1 + ‖x‖). De plus, cette solution est uniforme´ment continue sur X.
De´monstration:
Comme H est uniforme´ment continue sur X × X∗, d’apre`s le
Lemme 3.4, il est facile de voir qu’il existe M ≥ 0 tel que f(x) = −M(1+
‖x‖) est une sous-solution de viscosite´ de (1.1) et g(x) = M(1 + ‖x‖)
est une sur-solution de viscosite´ de (1.1). Maintenant, en utilisant la
me´thode de Perron pour les solutions de viscosite´, on peut trouver une
fonction u : X −→ R, f ≤ u ≤ g telle que u∗ est une sous-solution de
viscosite´ de (1.1) et u∗ est une sur-solution de viscosite´ de (1.1). Ap-
pliquons le The´ore`me 3.1: on obtient u∗ ≤ u∗, et puisque par de´ﬁnition
u∗ ≤ u∗, on conclut que u∗ = u∗ = u.
Pour avoir un module de continuite´ de la solution, on ﬁxe h ∈ X et
on de´ﬁnit deux Hamiltoniens H1 et H2 en posant H1(x, p) = H(x, p) et
H2(x, p) = H(x + h, p). Soient u1 la solution de viscosite´ sous line´aire
de u + H1(x,Du) = 0 et u2 la solution de viscosite´ sous line´aire de
u+H2(x,Du) = 0. Du The´ore`me 3.2, on en de´duit l’ine´galite´ suivante:
|u1(x)− u2(x)| ≤ sup
X×X∗
|H(x+ h, p)−H(x, p)| pour x ∈ X.
Mais H est uniforme´ment continue, donc pour tout ε > 0, il existe
δε tel que pour chaque h ∈ X et p ∈ X∗, on a ‖h‖ < δ implique
|H(x + h, p) − H(x, p)| < ε. Soit u la solution de viscosite´ de (1.1).
Il est clair que u1(x) = u(x) et u2(x) = u(x + h) pour x ∈ X. Par
conse´quent, sup
‖h‖<δ
|u(x) − u(x + h)| < ε, ce qui montre que u est uni-
forme´ment continue sur X et que la fonction re´elle et positive ω de´ﬁnie
par ω(s) = sup‖h‖<s |H(x, p)−H(x+h, p)| pour s ≥ 0 est un module de
continuite´ de la solution u.
Je tiens a` remercier Robert Deville pour ses conseils et ses pre´cieuses
suggestions.
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